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ABSTRAK

Persamaan diferensial linear adalah salah satu alat utama yang digunakan untuk aplikasi
dalam pemodelan matematika dan analisis di banyak macam sistem dinamik. Oleh
karena itu, banyak ditemukan solusi dengan berbagai macam metode. Dalam laporan
ini akan diperkenalkan metode baru untuk solusi persamaan diferensial linear koefisien
konstan dan sistem persamaan diferensialnya. Metode yang digunakan adalah fungsional
pembagi beda. Solusi persamaan diferensial linear koefisien konstan homogen yang
berbentuk sederhana juga dapat dilakukan dengan menggunakan program Matlab.

Kata-kata kunci: persamaan diferensial linear, koefisien konstan, fungsional pembagi
beda






ABSTRACT

Linear differential equations are one of the main tools for the mathematical modelling
and analysis of all kinds of dynamical systems. Therefore, many found the solution with
a variety of methods. In this paper, will introduce a new method for the solution of linear
differential equations with constant coefficients and system of its differential equations.
The solutions are obtained by the application of a divided differences functional. The
solution of simple linear differential equation of constant coefficient homogeneous also
can be solved by using the Matlab program.

Keywords: the linear differential equations, constant coefficients, divided difference
function
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BAB 1

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Persamaan diferensial adalah persamaan matematika untuk fungsi satu variabel atau lebih, yang
memuat fungsi itu sendiri dan turunannya dalam berbagai orde. Persamaan diferensial merupakan
salah satu alat yang banyak digunakan dalam model matematika dan analisis dalam sistem di-
namik. Persamaan diferensial juga merupakan suatu bentuk aplikasi matematika yang digunakan
dalam berbagai bidang ilmu, khususnya matematika dan juga banyak memegang peranan penting
dalam bidang rekayasa (hukum Newton), fisika (rangkaian listrik), matematika biologi (penyebaran
penyakit), dan berbagai macam bidang ilmu lain. Persamaan diferensial yang mudah untuk dipela-
jari adalah dengan koefisien konstan. Secara khusus akan dibahas mengenai persamaan diferensial
linear dengan koefisien konstan baik yang homogen maupun nonhomogen dan sistem dari persama-

an diferensial linear koefisien konstan itu sendiri.

Banyak referensi tentang pencarian solusi persamaan diferensial linear dengan berbagai macam
metode dengan pengembangannya. Beberapa metode yang dapat digunakan untuk mencari solusi
persamaan diferensial, diantaranya metode koefisien tak tentu, metode variasi parameter, metode
transformasi Laplace. Dalam solusi persamaan diferensial linear koefisien konstan terdapat metode

baru yang mulai dikembangkan, yaitu dengan metode fungsional pembagi beda.

Pembagi beda merupakan salah satu metode dalam matematika yang cukup banyak digunakan,
seperti pada interpolasi dengan menggunakan koefisien dari polinom yang digunakan, dan perhi-
tungan matematika numerik lainnya. Dalam perkembangannya, fungsional pembagi beda dapat
digunakan juga untuk mencari solusi persamaan diferensial linear koefisien konstan seperti yang
akan dibahas dalam laporan ini. Beberapa terminologi tentang fungsional pembagi beda, seperti
suku banyak monic, horner polinomial, fungsional Taylor, dan sebagainya perlu diketahui untuk

pedoman dalam mempelajari metode ini [1].

1.2 Rumusan Masalah

1. Bagaimana mencari solusi persamaan diferensial linear koefisien konstan homogen dan nonho-

mogen menggunakan metode fungsional pembagi beda?

2. Bagaimana mencari solusi sistem persamaan diferensial linear koefisien konstan homogen dan
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nonhomogen menggunakan metode fungsional pembagi beda?

3. Bagaimana mencari solusi persamaan diferensial linear koefisien konstan homogen dengan

metode fungsional pembagi beda menggunakan program Matlab?

1.3 Tujuan Penulisan

1. Menentukan solusi persamaan diferensial linear koefisien konstan homogen dan nonhomogen

menggunakan metode fungsional pembagi beda.

2. Menentukan solusi sistem persamaan diferensial linear koefisien konstan homogen dan nonho-

mogen menggunakan metode fungsional pembagi beda.

3. Menentukan solusi persamaan diferensial linear koefisien konstan homogen dengan metode

fungsional pembagi beda menggunakan program Matlab.

1.4 Batasan Masalah

Batasan masalah yang digunakan dalam makalah ini terbatas pada:

e Persamaan diferensial linear koefisien konstan.

e Fungsi yang berbentuk polinomial dan quasi-polinomial (polinom yang mengandung unsur

eksponensial).

e Simulasi untuk mencari solusi persamaan diferensial homogen.

1.5 Sistematika Penulisan

Penulisan laporan ini menggunakan sistematika sebagai berikut:

Bab 1: Pendahuluan

Bab ini berisi latar belakang, rumusan masalah, tujuan penulisan, batasan masalah, dan sistematika
penulisan.

Bab 2: Landasan Teori

Bab ini berisi teori-teori pendukung yang digunakan untuk mencari solusi persamaan diferensial
linear dengan menggunakan fungsional pembagi beda.

Bab 3: Solusi Persamaan Diferensial Linear

Bab ini berisi tentang bagaimana cara mencari solusi persamaan diferensial linear yang homogen
dan nonhomogen dengan menggunakan fungsional pembagi beda beserta contoh-contohnya.

Bab 4: Solusi Sistem Persamaan Diferensial Linear

Bab ini berisi tentang bagaimana cara mencari solusi sistem persamaan diferensial linear yang ho-
mogen dan nonhomogen dengan menggunakan fungsional pembagi beda beserta contoh-contohnya.
Bab 5: Kesimpulan dan Saran

Bab ini berisi tentang kesimpulan dari pembahasan laporan ini dan saran untuk pengembangan

laporan selanjutnya.
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LANDASAN TEORI

Sebelum membahas mengenai bagaimana mencari solusi persamaan diferensial linear koefisien kons-
tan dan sistemnya dengan metode fungsional pembagi beda, akan dijelaskan secara singkat teori

pendukung mengenai persamaan diferensial dan fungsional pembagi beda itu sendiri.

2.1 Persamaan Diferensial

Persamaan diferensial yang banyak digunakan dalam pemodelan matematika merupakan bentuk

persamaan yang memiliki satu variabel atau lebih yang berkaitan dengan turunan-turunannya.

Dalam laporan ini akan dibahas mengenai persamaan diferensial linear koefisien konstan dengan

bentuk umum sebagai berikut:
aog™ + a1g"V + .+ an_19 = f(t)

Persamaan diferensial linear yang akan dibahas, hanya untuk koefisien konstan. Dengan perkataan
lain:

g, ¢, ¢",..., g™ linear atau berderajat 1 dan ag, a1, ..., a, merupakan konstanta.

2.2 Fungsional Pembagi Beda

Fungsional pembagi beda berkaitan dengan bentuk polinomial dan yang akan dibahas di sini salah
satu dari bagian polinom tersebut, yaitu suku banyak monic. Suku banyak monic merupakan po-

linom yang koefisien dari variabel berderajat tertingginya bernilai satu [2].
Diberikan w(z) suku banyak monic berderajat n + 1 yang berbentuk:
w(zr) = 2" 4 bz + by .+ b1z + by,

Dengan asumsi zg, x1,..., x, akar-akar dari w(z) dan multiplisitas (kelipatan) akar-akarnya

berturut-turut adalah mg, my,..., m,.

Kita definisikan barisan polinom wy, , untuk wg = 1, dan

wk(x):xk+boxk_1+--~+bk, k>1
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di mana b; adalah koefisien 2"~/ dari suku banyak monic w(z). Lebih lanjut, wg(x) disebut Horner

polynomials associated untuk w(z).

Untuk semua polinomial u, pembagi beda u[z, t] didefinisikan sebagai berikut:

u(z) — u(t)

ulz, t] = P

u[z,t] adalah polinomial simetri (ulz,t] = u[t, z]) dalam z dan ¢ untuk setiap polinomial u.

Telah diketahui bahwa identitas polinomial sebagai berikut:
k . .
gt th L = (2 — 1) ijtk_J, k> 0.
j=0
Dari hasil tersebut diatas dan berdasarkan sifat pembagi beda, maka kita dapatkan:

wx, t] = Z wy ()" F = Z wy ()" * (2.2)
k=0 k=0

Definisikan pula fungsional Taylor dalam kaitan fungsional pembagi beda dan suku banyak monic,

sebagai berikut:
L) ;

untuk semua fungsi g yang terdefinisi dan terdiferensialkan di z;.

Fungsional pembagi beda yang berkaitan dengan suku banyak monic dapat didefinisikan sebagai
berikut:

Apf = Z {residu dari £ di wz}

=0

di mana residunya merupakan fungsional Taylor dari % di titik z;, maka dapat ditulis sebagai
berikut:

Avf = gTz’,mi—l {W} (2.4)

w(zx)

Contoh:

Misalkan diberikan suatu fungsi dan suku banyak monic sebagai berikut:
f(z) =z + 1 dan w(z) = 23 — 2°.

Akan dicari fungsional pembagi beda yang berkaitan dengan suku banyak monic dari fungsi f ter-

sebut.

Perhatikan bahwa dari suku banyak monic maka didapatkan akar-akarnya xo = 0 dan z; = 1,
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dengan multiplisitas masing-masing akar mg = 2 dan m; = 1. Dengan menggunakan persamaan
(2.4) dan (2.3)maka dapat dicari fungsional pembagi beda yang berkaitan dengan suku banyak

monic dengan cara sebagai berikut:

Af = iﬂmi—l{(ﬁlggmmi}

Apf = Z)mol { (z + 1)&96—) 1) } T { (z + 1)153&_) e }

Auf = TO’Q_l{(fL'—f—l)(l’—OF}_i_Tl’l_l{(fL‘—l—l)(x_l)l}

w(z) w(z)

-2 1+1
Buf = ((zz—l)?)z_o* P
Awf = 0

2.3 Sifat-sifat

Sebelum membahas mengenai solusi persamaan diferensial linear koefisien konstan dengan fung-
sional pembagi beda, akan dibahas dahulu sifat-sifat dari fungsional pembagi beda yang berkaitan
dengan suku banyak monic agar didapat rumus atau persamaan yang lebih sederhana sehingga

mempermudah dalam perbahasan.

2.3.1 Sifat 1

Jika akar-akar dari w sederhana (berkelipatan satu) maka persamaan (2.4) dapat direduksi menjadi:
— f(z:)

Ay f =
F=2 e

di mana n adalah banyaknya akar dari suku banyak monic berderajat n + 1.

(2.5)

Untuk membuktikan persamaan (2.5) diperlukan langkah-langkah sebagai berikut:
Karena akar-akar dari w sederhana (multiplisitas dari akarnya bernilai satu) maka m; =1, r = n,

sehingga didapat:
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sehingga dari persamaan di atas cukup dibuktikan bahwa:

o\ w(x,)
v (xl) N Tr — Iy
Untuk membuktikan persamaan di atas, misalkan:
_ w(x)
9(z) = — =
Perhatikan bahwa :
w(z) = (z—xi)g(z)
w'(@) = g(z)+ (v — )9 (2)
w'(@) = g(i)
/ _ w(xl>
w'(xz;) = o

Agar dapat lebih dipahami dan dimengerti dilakukan pendekatan dengan contoh berikut ini. Misal
diberikan suku banyak monic w(z) = 23 — 2 dan f(z) = x + 2. Akan dicari fungsional pembagi
beda yang berkaitan dengan suku banyak monic.

Tulis yang diketahui sebagai berikut:

flz) = z+2
w(z) = 28—z
w'(z) = 32° -1
Dengan akar-akarnya adalah zg = 0, x1 = —1, 2o = 1 dan multiplisitas dari masing-masing akar

adalah mg = m; = mg = 1. Dari data-data tersebut maka diperoleh:

2

w' ()

i=0
f(zo) f(z1) f(z2)

A =
wl w'(xo)  w'(z1)  w'(x2)
To+ 2 r1+ 2 To + 2
Avf = 32 2 2
z5—1 3x71—-1 3x5-1
0+2 —1+2 142
A =
wf 3021 3(-1)2-1 T3
2 1 3
A = — 4+ -4 =
wf 1 TaTg
Ayf =0

2.3.2 Sifat 2

Misal jika diberikan v dan v suku banyak monic, maka fungsional pembagi beda yang berkaitan

dengan suku banyak monic dapat ditulis:

Auv{vf} =Auf (2'6)
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Persamaan (2.6) dapat dibuktikan dengan langkah-langkah sebagai berikut:
. vf(x) (@ — ;)™
Auv = Tim;—
{vf} E mi—1 { e

plo) zzmz—l{“?;f”}
Aw{vf} = Auf

Contoh: Misalkan diberikan suku banyak monic dan suatu fungsi sebagai berikut:
23 + 222+ + 2 dan 22° — 322 + 22 — 3

Dengan menggunakan persamaan (2.6) maka fungsional pembagi beda yang berkaitan dengan suku

banyak monic dari data di atas dapat disederhanakan menjadi bentuk berikut:

Agsyoaryayai20” =307 + 20 =3} = Ay {(@® +1)(22 - 3)}
Ags o2 1aioi220® =322 + 20— 3} = Ayp{(22—3)}
2.3.3 Sifat 3

Misal u dan v suku banyak monic, a dan b bilangan kompleks, jika

Maka fungsional pembagi beda yang berkaitan dengan suku banyak monic dapat ditulis sebagai
berikut:

Persamaan (2.7) dapat dibuktikan sebagai berikut :

Aty = 3 T |2 <$>f(;>xi>mi}
i=0 L
(@)  v(z)
Au{pf} = ZTz’,mﬁl af }+ Tt [bf(x)(w—xl)mz]

v(x)

Auipf} = GZszz—l [ ] +bZszz_1 [W}
Aui{pf} = aAuf+bAvf

Aw{pft = ;Ti,mi—l <ua+b> f(x)(x—a;i)mi]

=
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Contoh: Misalkan diberikan suatu polinom dan suku banyak monic sebagai berikut:
2z 4+ 1 dan 2% + 3z + 2

Perhatikan bahwa:
2+ 1 3 1

x2+3x+2:x+2_$+1

Dengan menggunakan persamaan (2.7) maka fungsional pembagi beda yang berkaitan dengan suku

banyak monic dari data di atas dapat disederhanakan sebagai berikut:

Agoigpiofda® + 20} = Apaig {2220+ 1)}
Aprysopo{da® + 20} = 30,2{22) — 14,11 {22}
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Sebelumnya telah dibahas mengenai definisi dari persamaan diferensial linear koefisien konstan dan
sifat-sifat dari fungsional pembagi beda, lalu dalam bab ini akan dibahas mengenai solusi dari
persamaan diferensial linear koesfisien konstan yang berbentuk homogen dan nonhomogen dengan

menggunakan metode fungsional pembagi beda.

3.1 Solusi Persamaan Diferensial Linear Homogen

Persamaan diferensial linear homogen adalah persamaan diferensial yang memiliki bentuk sebagai
berikut:
¢ +a1g" V4. +a,19=0

Kemudian persamaan diferensial linear homogen tersebut dapat disederhanakan menjadi bentuk:
w(D)g(t) =0

Dengan w polinomial monic, t peubah real atau kompleks, dan D merupakan operator diferensial.

Dengan menggunakan fungsional pembagi beda yang berkaitan dengan suku banyak monic maka

fungsi ¢ yang memenuhi persamaan diferensial di atas adalah :

9(t) = Ay {p(2)e™} (3.1)

untuk setiap polinom p.
Dengan menggunakan persamaan (3.1), dapat dibuktikan bahwa ¢(t) merupakan solusi persamaan

diferensial linear koefisien konstan dengan langkah-langkah sebagai berikut:

w(D)g(t) = w(Dp)Ay){p(z)e™}

w(D)g(t) = wlD) 3 T {0
=0

w(x)

4 w(Dyp(a)e™ (z — ;)™
w(D)g(t) = Y Tim,-
/ Z; 1{ w(z) }
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w<D)g(t) = Aw(x)w(Dt>{p(x>ext}
w(D)g(t) = Ay iw(z)p(@)e™}

wD)g(t) = Y Tim— {w(a:)P(x)ez (z — mz)m}
=0

w(z)

w(D)g(t) = Y T {p(a)e™ (@ — )™}
1=0

wD)g(t) = 0 (3.2)

Jadi
g(t) = Aw(a:) {p(m)ext}

merupakan bentuk solusi dari persamaan diferensial linear koefisien konstan homogen.

3.1.1 Contoh

Untuk memudahkan dalam pemahaman mengenai solusi persamaan diferensial linear koefisien kons-
tan homogen dengan menggunakan fungsional pembagi beda maka dberikan contoh seperti berikut

di bawah ini.

Misalkan diberikan persamaan diferensial linear homogen sebagai berikut:
g/// . g// -0
Persamaan diferensial di atas dapat disederhanakan menjadi seperti berikut:
(D* -~ D*g=0

Dari bentuk persamaan diferensial linear homogen di atas maka dapat diketahui suku banyak monic

sebagai berikut:

w(z) = x3— 22
w'(z) = 32° -2z
Dengan akar-akarnya zg = 0, x; = 1 dan multiplisitas dari akar-akarnya mg = 2, m; = 1.

Dari hasil tersebut maka dapat dicari solusi persamaan diferensial linear homogen di atas dengan

menggunakan rumus (3.1) dengan langkah-langkah seperti berikut ini.
g(t) = Aw(m){p($)ext}

) = S (P

w(z)

g(t) = Tome—1 {p(l’)e% —20)™ } T {p(:c)emt(x — )™ }

w(z) w(z)

g(t) = To,l{p(i§e$t(x)2}+T1,o{p (@;zt(z 1)1}

)
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g(t) = Tol{W}+TIO{p(x)ezt}

p(z)e
o = (]
[p'(w)e™ + px)te™](x — 1) + p(x)e™ p(z)e”
g(t) = [ (-1 :|U+|: o L
! 0.t 0.t 0.t 1.t
o) = [P'(0)e™" + p(0 )(te ]1() 1) +p(0)e +p(11)2€
o) = [p/(0)+p(0)1}( D+p(0)  p(D)e
g(t) = [P'(0) +p(0)t](—1) + p(0) + p(1)e’

g(t) = p(0)+p(1)e' —p'(0) — p(0)t

"

Jadi, didapat hasil solusi untuk ¢"”” — ¢” = 0 dengan menggunakan fungsional pembagi beda adalah

g(t) = p(0) + p(1)e! — p'(0) — p(0)t, untuk setiap polinom p.

Dalam subbab ini diberikan juga simulasi dengan menggunakan program Matlab untuk mencari
solusi persamaan diferensial linear koefisien konstan dengan metode fungsional pembagi beda. Si-
mulasi yang dilakukan hanya terbatas pada bentuk persamaan diferensial yang masih sederhana,
yaitu suku banyak monic yang memiliki akar tunggal atau masing-masing akar memiliki multiplisi-
tas satu. Untuk persamaan diferensial yang lebih kompleks, penulis cukup sulit mencari solusinya
dengan menggunakan program Matlab sehingga tidak dilampirkan dalam laporan ini. Untuk kode

program Matlabnya sendiri dapat dilihat di (A).

3.2 Solusi Persamaan Diferensial Linear Nonhomogen

Dalam subbab ini akan dibahas mengenai bagaimana cara mencari solusi persamaan diferensial
linear koefisien konstan nonhomogen, namun sebelumnya akan dibahas dahulu konvolusi dua buah

fungsi sebagai kaitan dalam mencari solusi persamaan diferensial tersebut.

Definisikan konvolusi f * h, sebagai berikut:

(F + h)(t /ft— Dy, >0 (3.3)
Aturan Liebniz diberikan sebagai berikut:
b(t) b(t)
D [ o T = [ DSy + 500).000) - (0,000
a(t a(t

Dari aturan Liebniz di atas, maka turunan untuk konvolusi didapat dengan langkah-langkah sebagai
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berikut ini.

D(fh)(t) = Dilh=f)(1)
Di(f+h)t) = D /0 Wt — ) f (y)dy

Dise) = | "Dyt — ) ()ldy + hO)F(E) — h(t) F(0):0

Dyf h)(t) = /0 Dih(t — )] (y)dy + F(E)R(0)
DAf*h)(t) = Dih(t)* f(£) + F(H)R(0)
DUf*h)(t) = f(t)* Dih(t) + F(H)(0) (3.4)

Selanjutnya akan dibahas mengenai solusi persamaan diferensial linear koefisien konstan nonho-
mogen, persamaan diferensial nonhomogen adalah persamaan diferensial yang menghasilkan suatu
fungsi, dengan bentuk umum persamaan diferensial linear koefisien konstan nonhomogen sebagai
berikut:

w(D)g(t) = f(t) (3:5)

Dengan w polinomial monic, ¢t peubah real atau kompleks, g polinomial, dan D merupakan operator
diferensial, f quasi-polinomial.

Fungsi g yang memenuhi persamaan diferensial di atas adalah:

9(t) = Ay { () x ™'} (3.6)

Dari persamaan (3.6) dapat dibuktikan bahwa persamaan (3.5) benar, menggunakan induksi dengan
langkah-langkah sebagai berikut:

Jika n = 0 maka w(z) = ¢ — a berderajat satu, di mana mo =1, zg =a
w(D)g(t) = (D —al)g(t)

t) = (Dt - aI)Aw(m){f(t) * eazt}
w(D)g(t) = DelAy@){f(t)*e™} — alAym {f(t) *e™}]

/t [t =y)e™dy(x —a) /t [t =y)e™dy(z — a)

w(D)g(t) = Dy |Too=" pe— —a T o
[t e*¥(x — a) ¢ e*¥(x — a)

w(D)g(t) = Dy _/0 f(t— Z/)To,om_ady] —a [/0 ft—= y)TO,Oﬁdy
w(D)g(t) = Dy[f(t) * Ayye®™] — alf(t) * Aypye™]
w(D)g(t) = Di[f(t)*e™] —a[f(t) * ]
w(D)g(t) = f(t)*ae™ + f(t) — f(t) x ae®
w(D)g(t) = f(t)
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Misal benar untuk w(z) berderajat k, sehingga

Selanjutnya akan dibuktikan benar bahwa untuk w(z) berderajat k£ 4+ 1. Ini ekuivalen dengan

menunjukkan
dengan

dan w(z) berderajat k.

Kemudian dengan menggunakan persamaan (3.6), maka didapat:

g(t) = Ap(:c){f() xt}

r /ft— eVdy(x — x;)™
g(t) = Zﬂml—l

g(t) = /ft— Zsz Lml)dy

g(t) = f()*Ap(x){ext}

Berdasarkan definisi dan hasil di atas maka ¢(¢) dapat disubtitusikan menjadi seperti di bawah ini:

(D —al)g(t) = Dg(t) —ag()

(D —al)g(t) = Di[f(t)* Dpay{e™}] — alf(t) * Apay{e™}]

(D—al)gt) = [f(t)=* [ {e“}] + F ()@ 1™ Himo — alf (1) * Apiay {e™}]
(D—al)g(t) = [f(t)=* {wext}Jrf( )0 — f(t) % Ap(ay{ae™}

(D —al)g(t) = [(t)*Apay{(z—a)e™}

(D —al)g(t) = [f(t)*Ap_qyu@{lz—a)e™}

(D —al)g(t) = [f(t) *Awm{e“}

Persamaan diferensial linear nonhomogen dapat ditulis seperti berikut ini.

p(D)g(t) = w(D)(D —al)g(t)
p(D)g(t) = w(D)[f(t) * Ay {e™}]
p(D)g(t) = f(t)

Jadi, dapat disimpulkan bahwa g(t) = A, ) {f(t) * e”'} merupakan bentuk solusi dari persamaan

diferensial linear koefisien konstan nonhomogen.
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3.2.1 Contoh

Untuk memudahkan dalam pemahaman mengenai solusi persamaan diferensial linear koefisien kons-

tan nonhomogen dengan menggunakan fungsional pembagi beda maka dberikan contoh.

Misal diberikan persamaan diferensial linear nonhomogen sebagai berikut:

/ 3t

9" +9 —29=¢e

Persamaan diferensial di atas dapat ditulis menjadi seperti di bawah ini:
9" +9 —29=(D*+D~2)g

Dari data persamaan diferensial di atas dapat diketahui suku banyak monic seperti berikut:

w(z) = z*4+z—2
w'(z) = 2r+1
Dengan akar-akarnya xg = —2, 1 = 1 dan multiplisitas dari akar-akarnya mg = m; = 1. Untuk

mempermudah perhitungan, selanjutnya akan cari konvolusi dari:

t
ety Tt — / 63(t—y)6mydy
0
t
3t x Tt — 63t/ €(x73)ydy
0
e(x73)t -1
Bttt — BBt
z—3
t 3t
e —e
eSt % ext —
z—3

Maka fungsi ¢g(t) yang memenuhi persamaan diferensial linear koefisien konstan di atas dengan

menggunakan persamaan (3.6) adalah:

g(t) = Aw(x){f(t) * ext}
g(t) = Aw(m){€3t * ea:t}

ext_e?)t
) = Ayt
g() w(z){ z_3 }

1 etit _ 3t

10 = X g

etot _ 3t emtt — 3t
9lt) = (zo — 3)w'(20) * (1 = 3)w'(z1)

o2t _ g3t elt — et
9(t) = (23w (-2)  (1-3)w()

o(—2)t _ g3t elt _ g3t
90 = ey e
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Jadi, solusi untuk persamaan diferensial linear koefisien konstan nonhomogen ¢” + ¢’ — 2g¢
adalah g(t) = e + %S—Qt _ %et.

10

—2)t _ o3t et — 3t
15 + -6

—2e(=Dt 4 263 4 Be! — et

-30
_26(—2)t + 5€t . 363t
—-30
i 3t o 1 t

0¢ ¢ 76

_ o3t



16

BAB 3. SoLusl PERSAMAAN DIFERENSIAL LINEAR




BAB 4

SOLUSI SISTEM PERSAMAAN DIFERENSIAL LINEAR

Pada bab sebelumnya telah dibahas mengenai bagaimana mencari solusi persamaan diferensial li-
near koefisien konstan homogen dan nonhomogen dengan menggunakan fungsional pembagi beda.
Selanjutnya dalam bab ini akan dibahas mengenai solusi dari sistem persamaan diferensial linear
koefisien konstan dengan metode fungsional pembagi beda. Sistem persamaan diferensial linear
merupakan kumpulan dari beberapa persamaan diferensial yang saling berhubungan satu dan la-
innya. Sistem persamaan diferensial linear yang akan dibahas secara umum, yaitu sebanyak n + 1

persamaan.

4.1 Solusi Sistem Persamaan Diferensial Linear Homogen

Sistem persamaan diferensial linear homogen memiliki bentuk umum sebagai berikut ini.

g1(t) = angi(t) + a12g2(t) + . .. + @141y gnt1(t)
95(t) = angi(t) + azg2(t) + ... + azmi1)gnt1(t)
Ini1(t) = amin191(t) + api1)292(t) + - + A1) (1) Inr1 (£)

Sistem persamaan diferensial linear homogen di atas dapat ditulis ke dalam bentuk matriks, sebagai
berikut:
M'(t) = AM(t) dan M(0) = C

dengan:
91(t) ai atg o Q(ng) 91(t)
h(t a a e ag(y t
VO I PO B I I
gfz+1(t) An4+1)1 An+1)2 "7 And1)(n+l) In+1(t)

Dalam hal ini A merupakan matriks persegi yang berbentuk konstanta dan M (¢) merupakan ma-

triks fungsi terhadap t.

17
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Teorema [3]:
Misal A matriks persegi konstanta dan w suku banyak monic, sehingga w(A) = 0, lalu didefinisikan
matriks M (t) sebagai berikut:

M(t) = Aw(x){extw[x, Al}C (4.1)

Maka didapat sistem persamaan diferensial linear homogen seperti berikut M'(t) = AM(t) dan
M(0)=C.

Dari persamaan (4.1) dapat dibuktikan bahwa M’(t) = AM/(t) dengan langkah-langkah sebagai
berikut ini.
Ambil w(x) dan wy(x) Horner polinomial dari w(x). Berdasarkan persamaan (2.1) dan (2.2) maka
didapatkan:

(xI — A)wlz, Al = w(x)] — w(A)
dan

wlz, A] = an_k(w)Ak, 0<k<n
k=0

Selanjutnya ambil operator diferensial D terhadap ¢t maka dengan menggunakan persamaan (4.1),

sistem persamaan diferensial linear homogen dapat ditulis menjadi:
M'(t)—AM(#) = (D—-A)M(t)
M'(t) — AM () = (D¢ — A)Aym{ewlz, A}C

MO - AM@) = (D= ) T { AT
i=0

M/(t) —AM@) = Z Tim;—1 { (D¢ — A)extw[l“, Al(z — x;y)™ } c
1=0

w(z)

ezl — A)wlx, Al(z — z;)™
w(@) je

M(H) — AM(t) = ZTm{
=0

M(t)— AM(t) = Aym{e™ (=] — A)wlz, A]}C
M(t) = AM() = Ayl (w(z)I — w(A))}C
M) = AM() = Ayl (w(z) — 0)}C
M) — AM() = Aym{e™w(z)}C

M/(t) —AM(t) = ZTamiq {e“w(x)(x )™ } .
i=0

w(x)

M) = AM(t) = 3 Tymoafe™ (@ — 2)™}C
=0

M'(t)— AM(t) = 0

Dari teorema di atas dapat disimpulkan bahwa solusi untuk sistem persamaan diferensial
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linear homogen di atas, adalah:
M(t) = Ayep{ewlz, A}C
ME) = Ay {e“an_k(:v)Ak} C
k=0
M) = Y Ayw{e™wr(z)}AFC (4.2)
k=0

Sifat:
Berdasarkan persamaan (4.1) dan M (0) = C' maka didapatkan:

Aw(l,){extw[ac, A} =1 (4.3)

Bukti:
Perhatikan bahwa:

= Aw(x){extw[x, Al}C

= Aw(x){ez'ow[w, Al}C
C = Aw(x){w[x,A]}C

cCcl = Ayp{wlz A}cc!
I = Aygy{wz, Al}

4.1.1 Contoh

Untuk memudahkan dalam pemahaman mengenai solusi sistem persamaan diferensial linear koefisi-
en konstan homogen dengan menggunakan fungsional pembagi beda maka dberikan contoh berikut

ini.
Misal diberikan sistem persamaan diferensial linear homogen, sebagai berikut:

g1(t) = 2g1(t) — ga(t)
go(t) = ga(t)

Akan dicari solusi umum untuk g (t) dan go(t).
Langkah pertama untuk mencari solusi sistem persamaan diferensial linear homogen di atas adalah
dengan mensubtitusikan salah satu persamaan, perhatikan persamaan diferensial linear homogen

berikut ini.
91(t) = 291(t) — g2(2)

Dari persamaan diferensial linear homogen di atas, dengan menurunkannya satu kali terhadap ¢

maka didapat:

gt = 291(t) —ga(t)
gt = 291(t) — g2(t)
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g1 (t)
g1 (t)
g1 (t) — 391 (t) + 291(t)

= 2¢1(t) + 41 (t) — 201(2)
= 3¢,(t) —2g1(t)
- 0

Dari hasil tersebut di atas maka dapat diketahui suku banyak monic w(x) = 2? — 3z + 2, dengan
akar-akar g = 2 dan 7 = 1, multiplisitas dari masing-masing akar bernilai satu. Selanjutnya ubah

sistem persamaan diferensial tersebut ke dalam bentuk matriks, sehingga diperoleh:
M'(t) = AM(t)

(gi(ﬂ) _ (2 1><gl<t>>
95(t) 0 1 g2(1)

Dengan menggunakan persamaan (4.1), maka dapat dicari solusi umum sistem persamaan diferen-

sialnya, sebagai berikut:

1
M) = ) Ayw{e™wig(x)}A*C
k=0
M(t) = [ wiz {e"w ()}A°+A n{e"wo(x)}ANC
1
M(t) _ Ze ’LU1 :BZ I+Z ’LU() :BZ C
Li=0
o [ & wl(l’o) xltwl(l’l) eotwg(l’o) exltwg(m’l)
v = [(Soeg” e )” o ) A
] e®l(xg —3)  e"l(xy —3) e%ot ex1t
M) = ( 2:500—3 + 2:511—3 >I+<2x0—3+2x1—3>4c
L, (10 o2 -1
M(t) = _(—62 +2e)<0 1>+(€2 —e)(o . )]C
e2t ot _ o2t
w - (770)(E)

Dari hasil di atas dapat disimpulkan bahwa solusi umum untuk sistem persamaan diferensial di atas

adalah:
o - (2

Untuk menentukan solusi sistem persamaan diferensial linear homogen di atas dapat dilakuk-

g1(t)

01€2t + 02(6t _ 6215)
92(1)

Cget

an dengan cara mentransformasikan sistem persamaan diferensial linear koefisien konstan menjadi
persamaan diferensial linear koefisien konstan orde dua sebagai berikut:
g1 (t) = 3g1(t) +201(t) = 0

Dari persamaan diferensial linear koefisien konstan homogen di atas diketahui suku banyak monic,

akar-akar, dan multiplisitasnya sebagai berikut :
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wz) =22 -32+2 | 20=2 | mo=1
/

w'(x) =2x—3 x1=1|m; =

Dari data di atas maka dapat dicari solusi untuk ¢, (t) dengan menggunakan persamaan (3.1) adalah:
g1 (t) = Aw(z){p(x)emt}

(et
a®) = ) w'(x;)
i=0 v

~ p(xo)e™  p(ay)e™?
n(t) = %0 —3 | 221 —3
p(2)e?  p(1)et
t =
210 92-3 ' 21-3
gi(t) = p(2)e* —p(1)e’

Lalu turunkan satu kali g1 (¢), sehingga didapat ¢/ (t) sebagai berikut:

Kemudian subtitusikan ¢} (¢) dan ¢;(t) pada persamaan go(t) sehingga diperoleh solusi untuk go(t)
adalah:

902(t) = 291(t) — g1(t)

g(t) = 2[p2)e - p(1)e'] - [2p(2)e* — p(1)e’]
ga(t) = 2p(2)e* —2p(1)e’ —2p(2)e* + p(1)e’
ga(t) = —p(1)e

4.2 Solusi Sistem Persamaan Diferensial Linear Nonhomogen

Sistem persamaan diferensial linear nonhomogen yang memiliki bentuk umum sebagai berikut:

gai(t) = anugi(t) +aizga(t) + ... + a1y gnr1(t) +ui(t)
9o(t) = angi(t) +axnge(t) + ... + agymi1)gnt1(t) + ua(t)
In1(t) = ma1191(t) + agug1)292(t) + - - + Ang1) (1) Int 1 (t) + Unga (t)

Sistem persamaan diferensial linear nonhomogen di atas dapat ditulis ke dalam bentuk matriks,
sebagai berikut:
M'(t) = AM(t) + U(t)

dengan:
(t) ai ai2 s Q1(n+1)

/
1
95(t) as1 az A1)

In1(1) a1 Gnt1)2  Ont1)(nt1)
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g1 (t) Uq (t)
M =| 7 2:(75) v = | "W
In+1(t) Un41(1)

Dalam hal ini A merupakan matriks persegi yang berbentuk konstanta, M (¢) merupakan matriks
fungsi terhadap ¢, dan U(t) merupakan solusi partikular, matriks fungsi terhadap ¢ berupa kuasi-

polinomial.

Teorema [3]:
Misal A matriks persegi konstanta dan w suku banyak monic, sehingga w(A)=0, lalu didefinisikan
matriks M (t) sebagai berikut:

M(t) = Ay {wlz, Ale* x U(t)} (4.4)

Maka didapat sistem persamaan diferensial linear homogen seperti berikut M'(t) = AM (t) + U ().

Dari persamaan (4.4) dapat dibuktikan bahwa M'(t) = AM(t) + U(t) dengan langkah-langkah
sebagai berikut ini.
Ambil w(x) dan wg(x) Horner polinomial dari w(x). Berdasarkan persamaan (2.1) dan (2.2) maka

didapatkan:
(] — A)wlz, A] = w(z)l —w(A)

dan

wlz, A] = an_k(:c)Ak, 0<k<n
k=0

Selanjutnya ambil D operator diferensial terhadap ¢ maka dengan menggunakan persamaan (4.4)
dan sifat dari persamaan (4.3), sistem persamaan diferensial linear nonhomogen dapat ditulis men-

jadi:

M'(t)— AM() = (D— A)M(t)
M'(t) =AM () = (D — A)Ay @ {wlz, Ale™ «U(t)}
wlx, Ale®™ x U(t)(z — x;)™ }

w(z)

MO = AM() = (D=4 3 Tinr {
1=0

M'(t) = AM(t) = Y T { (D — A)ywlz, Ale™ x U(t)(x — z;)™ }
1=0

w(z)

M'(t) — AM(t) = ZTi,mi_l{
=0

M'(t) = AM(t) = Ay {(zl — Awlz, Al(e™ « U(t)) + wlz, AJU(t)}

(2] — A)wlz, Al(e* « U(t)) + wlz, AJU®)](z — x;)™ }
w(x)
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M'(t)— AM(t) = Ay (w(z)] — w(A)) (€™ * U(t)) + wlx, AJU(t)}
M'(t) =AM () = Aym{(w(z)—0)(e™ *U(t)) + wlx, AJU(t)}
MI(t) = AM(E) = Ao (@)@ = U0)} + Ay {wle, AU ()
M'(t) — AM(t) = 0+ Ay {wlz, AJ}U(t)

M'(t)— AM(t) = 1U(t)

M'(t)— AM(t) = U(t)

Dari teorema di atas dapat disimpulkan bahwa solusi untuk sistem persamaan diferensial linear

nonhomogen di atas, adalah:
M(t) = Ay@{wl, Ale™ x U(t)}

M@Et) = Ayw {ezt > wnp(z)AF U(t)}
k=0

M) = ) Aym{e™wnp(z)}AF < U(t) (4.5)
k=0

4.2.1 Contoh

Untuk memudahkan dalam pemahaman mengenai solusi sistem persamaan diferensial linear koefi-

sien konstan nonhomogen dengan menggunakan fungsional pembagi beda maka dberikan contoh.

Misal diberikan sistem persamaan diferensial, sebagai berikut:

git) = 2g1(t) + ga(t) +€*
gh(t) = gi(t) +2g2(t) — €*

Akan dicari solusi untuk g;(¢) dan go(t).
Langkah pertama untuk mencari solusi sistem persamaan diferensial linear nonhomogen di atas
adalah dengan mensubtitusikan salah satu persamaan, perhatikan persamaan diferensial linear no-

nhomogen berikut ini.
91(t) = 201(¢) + ga(t) + €

Dari persamaan diferensial linear nonhomogen di atas, dengan menurunkannya satu kali terhadap

t maka didapat:

() = 201(t) + go(t) + 2%
At = 201() + o1(t) + 2g2(t) — € + 2%
At = 201() + (1) +2(g1 (1) — 201(t) — €*) + ™
gi(t) = 261(t) + 91(t) + 291 (1) — g1 (t) — 2€*) + &*
gi(t) = 4gi(t) — 3g1(t) — 2¢*) 4 €*

gi(t) —4gi(t) +3g1(t) = —e*
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Dari persamaan diferensial di atas maka didapat suku banyak monic w(x) = 22 — 4x + 3, dengan
akar-akar xg = 3 dan z; = 1, dan multiplisitas dari masing-masing akar bernilai satu.
Selanjutnya ubah sistem persamaan diferensial linear nonhomogen tersebut ke dalam bentuk ma-

triks, sehingga diperoleh:
M'(t) = AM(t)+U(t)
i) - () G0) (%)
gh(t) 1 2 g2(t) —e?

Dengan menggunakan persamaan (4.5), maka dapat dicari solusi sistem persamaan diferensial linear

nonhomogen tersebut adalah:

1
D Ay {ewi_g(@)}AF < U(2)
k=0

=
~

~
I

o~

R N N N N S N N N N g N N ~— ~— ~— ~—

iy

= [Ay@){e™wi(2)}A° + Ay {e™ wo(x) }A'] x U(t)

)
~

x;t

Le w1 (x;) Le wo(x;)
a2 e M

=
~+

* U(t)

[\
~

—_
o~

~+

e™twy () exltwl(ﬂ)) I+ <€$Otw0($0) 4 emtwo(xl)> A] «U(t)

e®t(xg —4)  e®tt(z —4) exot ex1t
I A
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Untuk menentukan solusi sistem persamaan diferensial linear nonhomogen di atas dapat dilakuk-

an dengan cara mentransformasikan sistem persamaan diferensial linear koefisien konstan menjadi

persamaan diferensial linear koefisien konstan orde dua sebagai berikut:

g1 (t) — 491 () + 3g1(t) = —€*

dengan

w(r) =22 —4r+3 | 1g=3 | my=1
/

w'(x) =2x—4 x1

m1:1

Selanjutnya, untuk mempermudah pembahasan, cari dahulu hasil kali konvolusinya berdasarkan

pada subbab solusi persamaan diferensial linear nonhomogen, sebagai berikut:

t
_62t B - / _62(t—y)ea:ydy
0
t
_2t g et — —62t/ e(ac—Q)ydy
0
—2)t
el -1
L2ttt — g2
T —2
2t xt
e —e€
—€2t % ext —
T —2

Maka dengan menggunakan persamaan (3.6), didapat solusi untuk g;(¢) adalah:

Q) = Aw(al:){_e%*'emt}

627& _ ext
Q) = Aw(m){ﬁ}
1 2t zit
e — e
t p—
e2t _ ea:()t th _ e:clt
) = +
(1) (0 — 2)(2z0 — 4) ' (21— 2)(221 — 4)
o2t _ o3t o2t _ ot
A
i (t) 12 T
1 1
g1 (t) — 62t _ 76315 o 761}

2 2
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Lalu dapat dicari turunan pertama dari g1 (t), yaitu:

3 1
gy (t) = 2% — 56‘% — iet

Kemudian subtitusikan persamaan di atas dengan go(t) sehingga diperoleh hasil sebagai berikut:

ga(t) = gi(t) —2q1(t) — €
3 1 1 1
gpt) = 2% — §€3t - iet -2 [e% — §e3t - Qet} — %
3 1
g2(t) = 2¢2t _ 563t _ §6t _9p2t _ 3t _ ot _ 2
1 1
g2(t) _ —§e3t o2t + 5et

Dari hasil di atas dengan menggunakan cara yang berbeda diperoleh solusi persamaan diferensial no-
nhomogen yang berbeda pula, ini berarti persamaan diferensial nonhomogen dengan menggunakan

metode fungsional pembagi beda memberikan solusi yang tidak tunggal.



BAB 5

SIMPULAN DAN SARAN

5.1 Simpulan

Berdasarkan hasil pembahasan yang telah dilakukan, maka dapat disimpulkan sebagai berikut bah-
wa untuk mencari solusi persamaan diferensial linear koefisien konstan dan sistemnya dapat meng-
gunakan metode fungsional pembagi beda, baik untuk solusi persamaan diferensial linear koefisien
konstan homogen maupun nonhomogen. Sistem persamaan diferensial linear koefisien konstan no-
nhomogen dengan menggunakan metode fungsional pembagi beda memberikan solusi yang tidak
tunggal. Dengan simulasi menggunakan bantuan program Matlab juga dapat dicari solusi persa-
maan diferensial linear koefisien konstan homogen menggunakan metode fungsional pembagi beda,
namun dalam bentuk yang sederhana, yaitu akar-akar dari suku banyak monic yang bermultiplisitas

satu.

5.2 Saran

Pembahasan laporan ini masih terbatas pada persamaan diferensial linear dengan koefisien konstan
sehingga saran penulis untuk pembaca adalah selanjutnya dapat dikembangkan mencari solusi per-
samaan diferensial dengan metode lain yang baru yang lebih mudah atau dengan metode yang sama
namun menggunakan persamaan diferensial yang lebih umum baik persamaan diferensial nonlinear

maupun koefisien yang tidak konstan.
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LAMPIRAN A

KODE PROGRAM MATLAB : SOLUSI PERSAMAAN
DIFERENSIAL LINEAR HOMOGEN SEDERHANA

Program Matlab untuk solusi persamaan diferensial linear homogen dengan akar dari persamaan

monic sederhana, yaitu multiplisitas dari setiap akarnya bernilai satu:

n=input ( 'masukan_koefisien _suku_banyak_monic’ );%contoh: [1 3 2 0] => x"3+43x72+42x
x=roots (n)%akar dari suku banyak monic
z=multroot (n)%multiplisitas (kelipatan dari akar) bernilai satu
disp(’g(t)=")%solusi
for i =l:length(z)
temp =1;
for j=1l:length(z)
(i) || i)
temp = temp *(z(i,1)— z(j,1));
%disp (temp) ;
end;
%disp (temp) ;
end
if (i<length(z))%p(untuk suatu polinom)
disp ([ ’p(’, num2str(z(i,1)),’)e”’ ,num2str(z(i,1)), t_/’ ,num2str(temp),’_+’]);
else
disp ([ ’p(’, num2str(z(i,1)),’)e”’ ,num2str(z(i,1)),’t_/’ ,num2str(temp)]) ;
end;
end
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